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ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΘΕΜΑΤΩΝ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό Βιβλίο, σελ. 99 

 

Α2. α) Ψευδής 

 

β) Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι "1 1"  αλλά δεν είναι γνησίως 

μονότονες. 

π.χ.:  

, 0

1
, 0

x x

g x
x

x




 




 

(Σχολικό Βιβλίο, σελ. 35) 

 

Α3. Σχολικό Βιβλίο, σελ. 216 

 

Α4. α) Λάθος β) Λάθος γ)  Σωστό δ)  Σωστό ε)  Σωστό 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για κάθε  0x  , έχουμε: 
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Μονοτονία f :    / , 2 0,f x       

 / 2, 0f x    

Ακρότατα: Η f  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο για 2x    τον αριθμό 

 
4

2 2 3
4

f        

Β2. Για κάθε  0x  , έχουμε: 

 
2

6 4

8 3 24
0

x
f x

x x


        για κάθε  0x   

Οπότε, η f  είναι κοίλη (↷) στο  0fD   , ενώ δεν υπάρχουν σημεία καμπής. 

 

Β3. Κατακόρυφες ασύμπτωτες: 

  
2

0 0

4
lim lim
x x

f x x
x  

 
    

 
 

Οπότε η 0x   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

 

Οριζόντιες ασύμπτωτες: 

  
2

4
lim lim
x x

f x x
x 

 
    

 
 

  
2

4
lim lim
x x

f x x
x 

 
    

 
 

 

Πλάγιες ασύμπτωτες: 

 
 

3

4
lim lim 1 1
x x

f x

x x 

 
    

 
 

   
2

4
lim lim 0
x x

f x x
x 

 
     

 
 

Επομένως, η y x  είναι ασύμπτωτη της fC  στο  . Ομοίως, η y x  είναι 

ασύμπτωτη της fC  στο  . 
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Β4. Υπολογίζω και την οριακή τιμή:  
2

0 0

4
lim lim
x x

f x x
x  

 
    

 
 

 Με βάση τα παραπάνω κατασκευάζω τον πίνακα μεταβολών: 

 

Η γραφική παράσταση της f, είναι: 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

 

 

Η κάθε πλευρά του τετραγώνου ισούται με 
4

x
m . 

Οπότε, το εμβαδόν του είναι: 

 
2 2

2
1Ε

4 16

x x
x m

 
  
 

 

 

To μήκος του κύκλου ισούται με 8 x m . 

Ισχύει, 
8

2 8 2
2

x
L πR x πR R m

π


      . 

Οπότε, το εμβαδόν του είναι: 

 
2

2
2

8
Ε

2

x
x π m

π

 
  

 
 

Το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων είναι: 

     
 2 2 2 2

1 2

4 64 16 256 64 4
Ε Ε Ε

16 16

πx x x πx x x
x x x

π π

      
      

  2
24 64 256

16

π x x
m

π

   
  

Επειδή, το x  εκφράζει μήκος, πρέπει: 

0x    και   8 0x   

                           8x  

Οπότε,   0, 8x  

Γ2. Για κάθε  0, 8x ,  έχουμε: 

 
   2 4 64 4 32

Ε
16 8

π x π x
x

π π

     
    

   
32

Ε 0 4 32 0
4

x π x x
π

        


 

 

Παρατηρώ, ότι το άθροισμα των εμβαδών 

των δύο σχημάτων ελαχιστοποιείται όταν 

32

4
x

π



 m. 
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Τότε έχουμε: 

 Πλευρά τετραγώνου: 
8

4 4

x
m

π



 

 Διάμετρος κύκλου: 

 

 

32 8 4 4
8

8 84 42
2 4 4

π
ππ π m

π π π π π

 


    
  

 

Άρα, όταν 
32

4
x

π



 η πλευρά του τετραγώνου ισούται με τη διάμετρο του 

κύκλου. 

 

Γ3. Αρκεί να δείξετε ότι μοναδικό  0, 8x  τέτοιο ώστε:    2Ε 5x m . 

Παρατηρώ ότι: 

 

       Ε :
1 1Ε 0

32 32
Δ 0, Δ Ε , lim Ε 1

4 4
x συνεχής

x x
E x

π π 


    
           

 

 

       Ε :
2 2Ε 8

32 32
Δ , 8 Δ Ε , lim Ε 2

4 4
x συνεχής

x x
E x

π π 


    
            

 

 

 
2 232 32 32 64 32

4 64 256 256
32 4 4 4 4Ε
4 16 16

π
π π π π

π π π

  
       

          
  

 

 

 

 
 

10 11 8 8

4 4

2 2 2 4 2 4 8 4 16

2 4 2 4 4

π π

π π π π π

     
  

      
 

  
  2

0 0

4 64 256 256 16
lim Ε lim

16 16x x

π x x
x

π π π  

   
    

  
    2

8 8

4 64 256 64 4 8 4
lim Ε lim 4

16 16x x

π x x π
x

π π  

      
   . 

Άρα,  1
16 16

Δ ,
4

E
π π

 
   

  και   2
16

Δ ,4
4

E
π

 
   

 

Οπότε, 

 15 ΔE , επομένως θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 0 1Δx   τέτοιο, ώστε 

 0 5E x  , όμως E   στο Δ1, άρα το 0x  είναι μοναδικό. 

Επίσης,  25 ΔE . 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε x , έχουμε: 

 

 

2 2

2 2

x α

x α

f x e x

f x e





  

  
 

  0f x    

0

"1 1"

2 2
x

x α

e
x α

e

e e

x α







 

 



 

  0f x    

0

2 2 0

1
x

x α

x α

e
x α

e

e

e e

x α









  

 

 



 

 

0

0

2 2 0

1
x

x α

x α

e
x α

f x

e

e

e e

x α









 

  

 

 



 

 

 

Επομένως, η fC  έχει ακριβώς ένα σημείο 

καμπής το     2Α , , 2α f a a a   

 

Δ2. Από Δ1.  

 

 
 

       :
1 1Δ , Δ , lim 2 2 ,f x συνεχής

f x
α f f α f x α



 

        


 

 
 

       :
2 2Δ , Δ , lim 2 2 ,f x συνεχής

f x
α f f α f x α



 

        


 

  
     *

lim 2 2 lim 2 1
x α

x α

x x

e
e x x

x

  


 

  
      

  
 

 (*) 
Η

lim lim
1

x α x α

x L΄ x

e e

x


 

 
    

Όμως,  1 2 2 2 2 0α α α       

 10 Δf  , οπότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 1 1Δx   τέτοιο, ώστε  1 0f x  , 

όμως 1/Δf   ,άρα 1x  μοναδικό, 
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 20 Δf  , οπότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 2 2Δx   τέτοιο, ώστε  2 0f x  , 

όμως 2/Δf   ,άρα 2x  μοναδικό.  

 

 
     

     

1 1

1 1

0
,

0

f

f

x x f x f x f x
α

x x f x f x f x





       
 

      

 

 
     

     

2 2

2 2

0
,

0

f

f

x x f x f x f x
a

x x f x f x f x





       
 

      

 

 

Δ3. Παρατηρώ ότι:   
 

     
2/ ,

2
2 2 2, , ,2

f α x

f α x f x f α f x α


        . 

 Αρκεί να δείξουμε ότι:  

   2 1 2 1 21 2 2 1 2 2 3 0α αf α e α e α              

Όμως, απ’ τη βασική ανισότητα:  

 

 

0 1
1 1 2 2

1 0

1
21 2 1 2

ln 1 1 1 1 2 3 2 1

2 3 1 2 3 0

xx e x α
x α α

α

α
α α

x x e x e α e α α α

e α α e α

   
 

 


 

              

        

Επομένως η εξίσωση    1f x f  είναι αδύνατη. 

 

Δ4. Για 2α , η f  γράφεται: 

  2 22 ,xf x e x x     και     2 22 2xf x e x    

Βρίσκω την εξίσωση εφαπτομένης της fC  στο   Α 2, 2f  

      : 2 2 2ε y f f x    

   : 2 2 2ε y x     

  : 2 2ε y x    

Η f  είναι ↺ στο  2,   οπότε: 

 f x y  για κάθε  2,x  . 

Το " "  ισχύει μόνο για 2x  . 

Οπότε:   2 2f x x   

για 2:x      2 2 1 2f x x x x        

Άρα:    3 3

2 22 2 1 2f x x dx x x dx           (1) 
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Όμως:    3 3

2 22 1 2 2 1 2x x dx x x dx           

 

   

2

2
1 12 4 2
0 0

15 3

0

Θ 2

2

2 2 2 1 2 4
2

2: 0

3: 1

1 1 8 32
4 4 4

5 3 5 3 15 15

έτω x u

x u

x u u u udu u u du
dx udu

x u

x u

u u

  
 

  
 

             
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f x x dx     

 

 

 

ΚΑΛΑ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ!!! 


