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ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  (ΝΕΟ) 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 76 

 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 104 

 

A3. α) Ψ 

 β) Η συνάρτηση    3f x x , αν και είναι γνησίως 

αύξουσα στο , εντούτοις έχει παράγωγο 

   23f x x  η οποία δεν είναι θετική σε όλο 

το , αφού   0 0f . Ισχύει όμως    0f x  

για κάθε x  (Σχολικό βιβλίο σελίδα 136). 

 

A4. α) Λάθος β) Σωστό γ) Σωστό δ) Σωστό ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Κατ’ αρχάς, Dg  

 / ( )fog g fD x x D και g x D     

 / 1xx x και e     

 0/ xx x και e e     

 / 0
xe

x x και x


     

    0,  

     
2
, 0

1

x

x

e
f g x f g x x

e


  


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Β2. H f g  είναι συνεχής στο (0, )  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

   
   

 

 

 

      
   

 
2 2

1 2 1 2

1 1

x x x x x x x

x x

e e e e e e e
fog x

e e
 

 


 


2

3
0

1

x

x

e

e
   για κάθε    0,x  

Οπότε,  "1 1"f g f g    

             
:

0
0, lim , lim 1

f g συνεχής

f g f g
x xf g

D f g D f g x f g x
 

     

   

Θ
2 2

lim lim lim
1 1

lim

x

x

xx x u
x

x

έτω e u
e u

f g x x u
e u

αφού e
  



 
  

      
  

  
 

 


 lim 1

x

u

u
 

     
 3

0 0 0

2 1
lim lim lim 2

1 1

x
x

x x
x x x

e
f g x e

e e  

 

  

  
       

 

αφού   


 
0

lim 1 0x

x
e    και    1 0xe   για κάθε 0x . 

    
 

 11 1 ,f g f g
f g D D     

Για την εύρεση της αντίστροφης: 

Θέτω     f g x y  






2

1

x

x

e
y

e
 

   2x xe y e y  

   2x xy e e y  

   1 2xe y y  






2

1
x y

e
y

 

 
  

 

2
ln

1

y
x

y
 

Άρα     
1 2

ln , 1
1

x
f g x x

x

  
  

 
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Β3. α΄ τρόπος 

Επειδή       
1

, 1φ x f g x x


     τότε        1 , 0φ x f g x x    

όπου      1 / 0 ,φ x    από   Β2. 

Παρατηρώ ότι για κάθε   1 2, 1 ,y y   με: 

1 2y y  

      1 1
1 2φ φ y φ φ y  

   1 2φ y φ y   (αφού   1 / 0,φ x      

Οπότε          
1

/ 1 ,φ x f g x x


    . 

β΄ τρόπος   

Η  φ x  είναι συνεχής στο  1 ,  ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

Επίσης,      
 

       
 

2
ln ln 2 ln 1 , 1

1

x
φ x x x x

x
 

 
     
   

     
     

1 1 1 2 3
0

2 1 2 1 2 1

x x
φ x

x x x x x x
   για κάθε  1x  

Οπότε,      / 1 ,φ x  

 

Β4. α΄ τρόπος 

Παρατηρώ ότι: 

          1

:

1
1 , lim , lim 0 ,φ συνεχής

φ φ f gφ φx x
D φ D φ x φ x D D

  
         

Οπότε,   


lim 0
x

φ x       και       


 
1

lim
x

φ x  

 

β΄ τρόπος 

 
1

2
Θ2

lim lim ln lim ln 01
1

1
x x u

x
έτω ux

φ x ux
x

x u
  

 
              

 

 
1 1

2
Θ2

lim lim ln lim ln1
1

1
ux x

x
έτω ux

φ x ux
x

x u
   



 
                
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αφού   
  3

1 1

2 1
lim lim 2

1 1x x

x
x

x x 

 

 

  
      

,   
1

lim 1 0
x

x


     και  1 0x    για 

κάθε 1x    

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού, η f  είναι συνεχής στο 
 

  
 

3
,
2

f

π
D  θα είναι συνεχής και στο 0 0x  

δηλαδή: 

       
  

 
0 0

lim lim 0 1
x x

f x f x f  

  
0 0

1
lim lim ln 1 ln

1x x
f x λ λ

x  

 
    

 
 

    
  

   
0 0

lim lim
x x

f x ημx λ συνx λ  

    0 1 lnf λ  

 

Οπότε,   1    →     1 lnλ λ  

   ln 1 0 2λ λ  

Θεωρώ           ln 1, 0g λ λ λ λ  

:g  συνεχής στο   0 ,  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

           
1

1 0 / 0 , : "1 1"g λ g g
λ

 

 2    →       0g λ  

    1g λ g    

1λ  

 

Γ2. Κατ’ αρχάς, για  1λ   η f  γράφεται: 

 

1
, 0

1
3

, 0
2

x
xf x

π
ημx συνx x


 

 
   

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Παρατηρώ ότι: 

 
   

   0 0 0 0

1
10 1 11lim lim lim lim 1

0 1 1x x x x

f x f x xx
x x x x x x      

     
    

 

 
   

0 0 0

0 1 1
lim lim lim 1 0 1

0x x x

f x f ημx συνx ημx συνx

x x x x    

    
      

  
 

Οπότε, η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x  με   0 1f  κι ορίζεται η εφαπτομένη της fC  

στο  Α 0 , 1 . 

Επίσης,    0f εφω   (ω:  η γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη με τον άξονα x x ) 

1εφω  


4

π
ω rad   αφού   0 ,ω π  

 

Γ3. Αρχικά, δεν υπάρχουν εσωτερικά σημεία του 
 

  
 

3
,
2

f

π
D  στα οποία η f  

δεν ορίζεται. 

Αναζητώ εσωτερικά σημεία του fD  στα οποία η    0f x . 

    , 0 :x     0f x  

 



2

1
0

1 x
 

αδύνατη 

 
 

 
 

3
0 , :

2

π
x     0f x  

  0συνx ημx  

  2ημx συνx  

1εφx     ( 
2

π
x , αφού αν 

2

π
x  τότε   2 1 0    

αδύνατη) 

 
5

,
4 4

π π
x x ,  αφού  

3
0 ,

2

π
x

 
 
 

 

Οπότε, τα κρίσιμα σημεία είναι τα 1
4

π
x   2

5

4

π
x  rad 
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Γ4. H εξίσωση εφαπτομένης της 

   


1
, 0

1
f x x

x
 στο 

σημείο   Μ ,α f a  είναι: 

        :ε y f α f α x α  

 
 

    
 

2

1 1
:

1 1
ε y x α

α α
 

 
   

2 2

1 1
:

11 1

α
ε y x

αα α

 
    

   

 

 
   

 
  

 
2 2

1 1
:

1 1

α α
ε y x

α α
 

 
   


  

 
2 2

1 1 2
:

1 1

α
ε y x

α α
 

Για το σημείο Β, θέτω   0y  και έχω: 

 

1

1 α  


 


2

2 1

1

α
x

α
2  

 2 1x α  

Οπότε,   Β 2 1 , 0α  

Έχουμε, λοιπόν: 

   Β 2 1x t α t   

     2 3Bx t α t   

Τη χρονική στιγμή  0t t  έχουμε: 

   0 1α t   οπότε    0

1
/ sec

3
α t μον  

  
03 t t    0

2
. / sec

3
Bx t μον  
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. H f  είναι συνεχής στο  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

    2xf x e x e  

    2 0xf x e   για κάθε   /x f  

 :f  συνεχής στο  0 , 1  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

 

 
   

    
  

   

0 1 0
0 1 0

1 2 0

f e
f f

f
 

Οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  0 0 , 1x  τέτοιο, 

ώστε     0 0 1f x  

Όμως,    /f  οπότε:   0x x   μοναδική ρίζα της f . 

Παρατηρώ ότι: 

              0 0 0fx x f x f x f x  

              0 0 0fx x f x f x f x  

 

 

 

Επομένως, υπάρχει μοναδικό  0 0 , 1x , στο οποίο η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 

Επίσης,            0 0

0 01 2 0 2 2x xe x e e e x  

και 

 
 

 0

2
2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 2 1xf x e x e x e x x e x x e x e                  

 

Δ2. 
   

  
   

   0
0 0

1 1
lim
x x

ημ
f x f x x x

 

   
    

     



   
             

0

1 0

0

0 0

1 1
lim 1
x x

ημ f x f x
f x f x x x

 

αφού: 
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            
   

         
    

0 0 0

0 0

1 1
ημ f x f x ημ f x f x f x f x

x x x x
 

οπότε: 

            
 

       
 

0 0 0

0

1
f x f x ημ f x f x f x f x

x x
 

    

    
    







     
           



0

0

0

0
Κ

0

00

lim 0
1

lim 0
lim 0

x x ριτήριο

παρεμβολής x x

x x

f x f x
ημ f x f x

x xf x f x
 

και       0f x f x x  με την ισότητα να ισχύει ΜΟΝΟ για  0x x  

οπότε  

    


 
0

0lim 0
x x

f x f x   και      0 0f x f x   κοντά στο 0x . 

 

Δ3. Θεωρώ         0 0, , 1h x f x x x x x  

:h  συνεχής στο  0 , 1x  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

    0 0 0h x f x    αφού για       
    0 0 01 1 0fx f x f f x  

        0 01 1 1 1 0h f x x  

    0 1 0h x h  

Οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα   0 , 1ρ x  τέτοιο, 

ώστε:     0h ρ  

Όμως       1 0h x f x   για κάθε    0 , 1x x  

Οπότε    0/ , 1h x   άρα η ρίζα  ρ  είναι μοναδική. 

 

Δ4. Επειδή  ρ,  η ρίζα της εξίσωσης Δ3, θα έχουμε: 

       0 0f ρ ρ x f ρ x ρ  

Η προς απόδειξη ανισότητα ισοδύναμα γράφεται: 

      

      
0

0

0

0 0

1

1
x ρ

f x f ρ f κ

f x x ρ f κ
 

  

   
 

 
 0

0

1
f x

f κ
x ρ

  

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 
 

   
 

   
 

   
   

0

0

0 0

0

0

0

0

0

1

3

f x
f κ

x ρ

f x x ρ
f κ

x ρ

f x f ρ
f κ

x ρ

f ρ f x
f κ

ρ x

  


 
 




 








 

Η f  είναι συνεχής στο  0 ,x ρ  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  0 ,x ρ  

οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής θα υπάρχει τουλάχιστον ένα   0 ,λ x ρ  

τέτοιο ώστε: 

 
   

 


0

0

f ρ f x
f λ

ρ x
 

Η   3  ισοδύναμα γράφεται: 

   


  
f

f λ f κ  

λ κ   που αληθεύει. 

 

  

 

 

ΚΑΛΑ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ!!! 

 


