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ΤΡΙΤΗ 02 ΙΟΥΝΙΟΥ 2025 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
 
 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 186. 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 76. 

Α3. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 161. 

Α4. α) Σωστό      β) Σωστό     γ) Λάθος     δ) Λάθος     ε) Σωστό 

 

  

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Παρατηρούμε ότι, 

   ▪ 1 fD =  

▪ η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0 1x =  

▪ η f είναι παραγωγίσιμη στο  με ( ) 23 2 9f x x αx = + +  

οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat: 

( )1 0

3 2 9 0

6

f

α

α

 =

+ + =

= −

 

  

Β2. Για 6α = − , η f γράφεται:  ( ) 3 26 9 3,f x x x x x= − + −  . 

 Η f είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική και παραγωγίζοντας, παίρνουμε: 

 ( ) ( )2 23 12 9 3 4 3f x x x x x = − + =  − +  
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  ( ) ( ) ( )  
:

1 1Δ 0,1 Δ 0 , 1 3 ,1
f συνεχής

f
f f f


= → =   = −   

( )10 Δf , επομένως, υπάρχει ( )1 0,1x   τέτοιο, ώστε ( )1 0f x = . 

Όμως, 1/Δf  , άρα το 1x  είναι μοναδικό. 

  ( ) ( ) ( )  
:

2 2Δ 1,3 Δ 3 , 1 3 ,1
f συνεχής

f
f f f


= → =   = −   

( )20 Δf , επομένως, υπάρχει ( )2 1,3x   τέτοιο, ώστε ( )2 0f x = . 

Όμως, 2/Δf  , άρα το 2x  είναι μοναδικό. 

 ) ( ) ( ) ( ))  )
:

3 3Δ 3, Δ 3 , lim 3,
f συνεχής

xf
f f f x

→+

= + → = = − +


 

αφού, ( ) ( )3 2 3lim lim 6 9 3 lim
x x x

f x x x x x
→+ →+ →+

= − + − = = +  

( )30 Δf , επομένως, υπάρχει ( )3 3,x  +  τέτοιο, ώστε ( )3 0f x = . 

Όμως, 3/Δf  , άρα το 3x  είναι μοναδικό. 

Άρα, η εξίσωση ( ) 0f x = , έχει τρεις ακριβώς θετικές ρίζες. 

 

Β3. Παραγωγίζουμε την f   κι έχουμε: 

( ) 6 12f x x = −  

  
  
 
 
 
 
 

Κυρτότητα: f   /  )2 ,x +  

    f    / ( , 2x −  

 Η f παρουσιάζει καμπή, στο σημείο ( )( ) ( )Μ 2 , 2 Μ 2 , 1f → −  
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Β4. Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική. 

 Παραγωγίζουμε τη g κι έχουμε: ( ) ( )1g x f x = +  

 Οι εξισώσεις εφαπτομένων των fC  και  gC , στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, είναι: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

:

:

ε y f ξ f ξ x ξ

ε y f ξ x f ξ ξ f ξ

− =  − 

 =  +  −   

 

 και 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2

2

2

:

:

: 1

ε y g ξ g ξ x ξ

ε y g ξ x g ξ ξ g ξ

ε y f ξ x f ξ ξ f ξ

− =  − 

 =  +  −    

 = +  +  −   

 

 Παρατηρούμε ότι οι ( )1ε  & ( )2ε   (για 0x = ), τέμνονται στο σημείο 

( ) ( )( )Ν 0 , f ξ ξ f ξ−   του άξονα y y . 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Παρατηρούμε ότι: 

 ( ) ( )
1 0

0 0
lim lim 0x

x x
f x e ημx

− −



→ →
=  = , 

 ( ) 2

0 0
lim lim 0,
x x

f x x x
+ +→ →

= + =  

 ( ) 20 0 0 0f = + = , 

 επομένως η συνάρτηση f, είναι συνεχής στο 0 0x = . 

 Επίσης, 

 
( ) ( )

2

2

00 0 0 0

1
1

0
lim lim lim lim

0

x x

xx x x x

x x
f x f xx x

x x x+ + + +

=

→ → → →

 
+ − +  

= = =
−

1
1

x
x

 +

( )= +   

 επομένως, η συνάρτηση f, δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . 

 



 
ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟ  Δ.Ε  «ΘΕΜΕΛΙΟ»  ΕΛΕΥΣΙΝΑΣ  

 

 

Επιμέλεια απαντήσεων:  Στέλιος Ρήγας – Μαθηματικός 4 

ΙΟΥΝΙΟΣ 
2025 

Γ2. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  (αφού είναι συνεχής και στα ( ), 0−  & ( )0 , +  

ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων), επομένως δεν έχει κατακόρυφες 

ασύμπτωτες. 

 Παρατηρούμε ότι: 

 ( ) ( ) ( )lim lim 0x

x x
f x e ημx

→− →−
=  =  , αφού 

 
x x x

x x x

e ημx e ημx e

e e ημx e

 =   

−   
 

 και  ( )lim lim 0x x

x x
e e

→− →−
− = = , 

 απ’ το κριτήριο παρεμβολής θα έχουμε  ( )lim 0x

x
e ημx

→−
 =  

 Άρα, η ( )1 : 0ε y =   (άξονας x x ), είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο − . 

 Επίσης, 

 
( ) 2

0 0
lim lim lim

x x

x x x x

x
f x x x

x x +

=

→+ →+  →

+
= =

1
1

x
x

 +

( )1=    και 

 

( )
2

2lim lim lim
x x x

x
f x x x x x

→+ →+ →+

  −  = + − =   

2x x+ −
2

0 0
lim

x x

x x

x x x

x
+

=

 →

+ +

=

x

( )
1

21
1 1

x

= 
 
 + + 
 

 

 Άρα, η ( )2
1

:
2

ε y x= + ,  είναι ασύμπτωτη της fC  στο + . 

 

Γ3. Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση ( )f x y=  έχει μία τουλάχιστον λύση στο ( ), 0π− . 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση: 

( ) ( )  
1
, ,0

2
xg x f x y e ημx x x π= − =  − −  − . 

 Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο  ,0π−  ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών 

συναρτήσεων. 
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0

1 1
0

2 2 0 0
1 1

0 0 0 0
2 2

πg π e ημ π π π

g π g

g e ημ

− 
− =  − − − − = −  

 −  
=  − − = − 


 

 επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )0 , 0x π −  τέτοιο, ώστε ( )0 0g x = . 

 

Γ4. Κατ’ αρχάς, έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 , 0, 0y t x t x t x t t= +   . 

 Ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης y του Μ, είναι: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )2 2

2 12

2 2

x t x tx t x t x t
y t

x t x t x t x t

   +   +
 = =

 +  +
. 

 Έστω, ότι υπάρχει χρονική στιγμή 0 0t   τέτοια, ώστε: 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0
0 0

02

0 0

0

2

0 0

2

0 0 0

2

0 0

2 1

2

2 1
1

2

2 2 1

4 4

x t

y t x t

x t x t
x t

x t x t

x t

x t x t

x t x t x t

x t x t

 

 = 

   +
= 

 +

 +
= 

 +

 + =  + 

 +  ( ) ( )2

0 04 4x t x t=  +  1

0 1

+ 

=

 

Άτοπο. 

Άρα, δεν υπάρχει χρονική στιγμή 0 0t   τέτοια, ώστε ο ρυθμός μεταβολής της 

τεταγμένης y του Μ να είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x του Μ. 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Κατ’ αρχάς, η συνάρτηση g γράφεται: 

( )
( )

2ln
, 0

x

F x
g x x

e
=  . 

H συνάρτηση g είναι συνεχής στο ( )0,+  ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών 

συναρτήσεων. 

Επίσης, για κάθε 0x  , έχουμε: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2
2 2

2 2

2

ln lnln ln

2 2
ln ln

ln

1
2lnx xx x

x x

x

f x e F x e xF x e F x e
xg x

e e

e

  −     − 
 = =

=
( ) ( )

( )
2 2

ln

2 ln

x

x f x F x x

e

  −     0=

 

αφού, ( ) ( )2 lnx f x F x x =    για κάθε 0x  . 

Επομένως, από συνέπειες του Θεωρήματος Μέσης Τιμής, η συνάρτηση g είναι 

σταθερή. 

 

Δ2. i) Αρχικά, απ’ τη δοσμένη σχέση, για 1x = , παίρνουμε: ( )1 0f = . 

Επίσης, αφού η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )Μ 1 , 1f  είναι παράλληλη στην 

ευθεία ( )ε , θα έχουμε: ( ). 1 2εφ ελ λ f =  = . 

Έχουμε, λοιπόν: 

( )
( ) ( )

( )
0

0

1 1

0
11lim lim 2

lnln 1
1

x x

f x f
f x fx

xx
x

 
 
 

→ →

−
−= = =

−

, 

αφού 

0

0

1 . ' 1

1
ln

lim lim 1
1 1x D L H x

x x
x

 
 
 

→ →
= =

−
. 
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ii) Απ’ τη δοσμένη σχέση ( ) ( )2 lnx f x F x x =   , παίρνουμε: 

 ( )
( )

( ), 0 1 1
2 ln

x f x
F x x

x


=  


. 

Έχουμε, λοιπόν: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1: )

1 1 1

1
1 lim lim lim 2 1

2 ln 2 ln 2

F συνεχής i

x x x

x f x f xx
F F x

x x→ → →

  
= = =  =  = 

  
 

Επίσης, από Δ1. έχουμε: 

( )

( )
2

1

ln

1

x

x

g x c

F x
c

e
c

=

= 

= 

=

 

Άρα, ( ) ln , 0xF x x x=   

 

Δ3. Παραγωγίζουμε την F και παίρνουμε: 

 ( )
2ln2 ln
, 0xx

F x e x
x


 =   . 

 Απ’ τον πίνακα μονοτονίας της συνάρτησης F, παίρνουμε: 

 

 

 

 

 

  )/ 1,F x  +    και   ( / 0 , 1F x  . 

 Η δοσμένη εξίσωση, ισοδύναμα γράφεται: 

( ) ( ) ( )
22 1 0F x F x x − + − =  (2) 
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Παρατηρούμε ότι: 

▪ ( 0,1x : ( ) ( )2 2
F

x x F x F x


   ,  όπου η ισότητα αληθεύει μόνο για 1x = , 

▪  )1 ,x + : ( ) ( )2 2
F

x x F x F x


   ,  όπου η ισότητα αληθεύει μόνο για 1x = . 

 Επομένως, η εξίσωση (2), αληθεύει ΜΟΝΟ όταν: 

 
( ) ( )

( )

2

2

0
1

1 0

F x F x
x

x

 − =
 =

− =

. 

 

Δ4. Κατ’ αρχάς,   ( )
 

2ln
2 2

0
ln ln

1 1 11,
Ε

xee e ex x

x e
F x dx e dx e dx




= = =   . 

 Όμως, για κάθε x , ( )1 3xe x + , όπου η ισότητα αληθεύει μόνο για 0x = . 

 ( )
2

2
ln

ln 23 ln 1
x x

xe x
→

→  + , όπου η ισότητα αληθεύει μόνο για 2ln 0 1x x=  = . 

 Έχουμε, λοιπόν: 

 ( ) ( )
2ln 2

1 1
ln 1 4

e exe dx x dx +   

 Όμως, ( )2 2

1 21 1 1
ln 1 ln 1

e e e

I x dx xdx dx I I= + = + = +    

 Έχουμε: 

 

( )2 2 2

1 11 1
ln ln ln

e e e

I xdx x xdx x x x  = =  =  −  
1

2 lnx
x

  

( )

 

1

2

1 1

2

11

ln 2 ln

ln 2 ln 2

e

ee

e e

dx

x x x xdx

x x x x x

 =  −  

 =  −  + 




1

x


   

( )

1

2

1 11
ln 2 ln 2

0 2 0 2 2

2

e

e e e

dx

x x x x x

e e e

e

 =  −  + 

= − − − + −

= −

  

  2 11
1 1

e e
I dx x e= = = −  

 Άρα,  ( ) ( ) ( )4 Ε 2 1 Ε 2 3e e e→  − + −   − . 

ΚΑΛΑ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ!!! 


